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ABSTRACT

Ring of integers under the addition and multiplication as integral domain can be imbedded to the field of
rational numbers. In this paper we make a construction such that any integral domain can be a field of
quotient. The construction contains three steps. First, we define element of field F from elements of
integral domain D. Secondly, we show that the binary operations in fare well-defined. Finally, we prove
that f :D — F is an isomorphisma. In this case, the polynomial ring F[x] as the integral domain can be

imbedded to the field of quotient..
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PENDAHULUAN

Grup G adalah suatu himpunan tak kosong G
dengan satu operasi yang memenuhi 4 aksioma.
Sedangkan ring R adalah suatu himpunan tak
kosong R dengan dua opersi yang memenuhi 8
aksioma vyaitu R dengan operasi penjumlahan
merupakan grup Abelian, R dengan operasi
perkalian berlaku sifat tertutup dan asosiatif, R
dengan opersi penjumlahan dan perkalian atau
(R,+,.)) memenuhi sifat distributif Kkiri dan
distributif kanan. Contoh dari ring adalah ring
bilangan riil dan ring bilangan bulat (Muchlisah
N., 2008).

Suatu ring R disebut ring komutatif jika
terhadap operasi perkalian (.) berlaku p.q=q.p
untuk setiap p,g € R. ring komutatif yang tidak
mempunyai pembagi nol disebut daerah integral.
Sebagai contoh himpunan bilangan bulat dengan
operasi penjumlahan dan perkalian merupakan ring
komutatif tetapi tidak mempunyai pembagi nol,
sehingga himpunan bilangan bulat merupakan
daerah integral dan bilangan rasional dengan
operasi penjumlahan dan perkalian merupakan ring
komutatif tetapi tidak mempunyai pembagi nol,
jadi bilangan rasional juga merupakan daerah
integral. Ring dikatak ring hasil bagi jika ring
dengan elemen-elemen yang tidak nol membentuk

grup terhadap perkalian. Ring hasil bagi yang
komutatif disebut lapangan (field) (Herstein, 1999).

Menurut Arifin (2000), jika F lapangan maka F
merupakan daerah integral, tetapi belum tentu
berlaku sebaliknya, yaitu jika F daerah integral
belum tentu lapangan. Sebagai contoh himpunan
bilangan bulat dengan operasi penjumlahan dan
perkalian merupakan daerah integral tetapi bukan
lapangan. Dilain pihak, menurut Herstein (1999),
ring bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan
dan perkalian yang merupakan daerah integral
dapat diperluas (enlarged/embedded) menjadi
lapangan bilangan rasional terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian.

Suatu lapangan F disebut lapangan faktor dari
daerah integral D jika keanggotaan dari lapangan F
berbentuk %, dengana,b € D danb #0.

Misalkan F lapangan. Ring polinomial dalam x
adalah Flx] ={a,+a,x+ -+ a,x*nEZn =0
dan semua a;€F,i=0,12,...n} Ring

polinomial ini merupakan daerah integral. Oleh
karena itu, pada penelitian ini akan dianalisis
syarat-syarat apa yang diperlukan sehingga suatu
daerah integral D dapat dibentuk menjadi lapangan
faktor dan bagaimana pembentukan ring polinomial
F[x] sebagai daerah integral menjadi lapangan
faktor berdasarkan pembentukan daerah integral D
menjadi lapangan F.
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RING, DAERAH INTEGRAL, LAPANGAN,

LAPANGAN FAKTOR DARI  SUATU
DAERAH INTEGRAL DAN RING
POLINOMIAL

Pada bagian ini akan dibahas definisi daerah
integral, lapangan, lapangan faktor dari suatu
daerah integral dan ring polinomial.

Definisi 2.1 (Herstein 1. N., 1999, hal.121)
Diberikan himpunan tak kosong R, dengan
operasi penjumlahan (+) dan perkalian (.).
Himpunan (R,+,.) disebut ring jika memenuhi
aksioma-aksioma berikut :
1. Untuk setiap p.g ERp+g€ER.
tertutup)
2. Untuksetiap p,g E R,p+qg=q+p ER.
(sifat komutatif)
3. Untuksetiap p.geR,(p+q)+r=p+(qg+1).
(sifat asosiatif pada penjumlahan).
4. Terdapat 0 € R sehinggap+0=0+p=1p
untuk setiap p = R. (elemen identitas).
5. Untuk setiap per, terdapat (—p)€R
sehingga p + (—p) = (—p) + p = 0. (invers).
6. Untuk setiap p,q ER, p.g €R. (sifat
tertutup pada perkalian)
7. Untuk setiap p,q.r €R,(p.q).r =p.(q.7).
(sifat asosiatif pada perkalian)
8. Untuk setiap p,q.r €R,p.(g+ 1) =pg +pr
dan (p+ g).r =pr +gr. (sifat distributif
kiri dan distributif kanan).

(sifat

Definisi 2.2 (Muclisah N., 2008, hal.6)
Ring R disebut ring komutatif jika terhadap

operasi (.) berlaku p.qg =q.p untuk setiap
P.q9 €R.

Definisi 2.3 (Herstein 1. N., 1999, hal.125)
Diberikan R ring komutatif, elemen

¢ € R,c # 0 disebut pembagi nol (zero divisor)
jika terdapat d € R,d # 0 sehingga c.d = 0,

Definisi 2.4 (Herstein 1. N., 1999, hal.126)
Ring komutatif yang tidak mempunyai pembagi
nol disebut daerah integral.

Definisi 2.5 (Fraleigh J. B., 1999, hal.257)
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Diberikan ring (R, +,.) dan (R'.+..)
pemetaan T : R — R' disebut homomorfisma jika
untuk setiap 5, t £ R berlaku

Lz(s+t) =1(s) + (1)

2. 1(s.t) = 1(s).7(¢)

Definisi 2.6 (Fraleigh J. B., 1999, hal.258)
Homomorfisma ¢ : R — R’ disebut isomorfisma

jika ¢ fungsi injektif dan surjektif R. Ring R dan R’

disebut isomorfik.

dari

Selanjutnya akan diberikan definisi

lapangan.

Definisi 2.7 (Fraleigh J. B., 1999, hal.259)

Jika setiap elemen tak nol dalam R merupakan
unit (setiap elemen tak nol dalam R mempunyai
perkalian dalam R), maka R disebut ring hasil bagi
(division ring).

Definisi 2.8 (Muchlisah N., 1999, hal.12)

Jika R suatu ring hasil bagi yang bersifat
komutatif, maka R disebut lapangan dan biasa
dinotasikan dengan F. Secara lengkap suatu
lapangan (F,+, .) dapat didefinisikan sebagai
berikut :

1. (F,+) grup Abelian.

2. (F—f{0},.) grup Abelian.
3. Sifat distributif kiri dan distributif kanan.

Definisi 2.9 (Herstein 1. N., 1999, hal.140)

Suatu ring R dapat di-embed (embedded) ke
dalam ring R’, jika terdapat isomorfisma dari R ke
dalam R’.

Ring R’ disebut perluasan dari R jika R dapat
di-embed (embedded) dalam R’

Teorema 2.10 (Herstein 1. N., 1999, hal.140)
Setiap daerah integral D dapat di-embed
(embedded) dalam suatu lapangan F.

RING POLINOMIAL

Berikut ini akan dibahas definisi kesamaan
dua polinomial, penjumlahan polinomial dan
perkalian polinomial.

Definisi 3.1 ((Herstein 1. N., 1999, hal.153))
Diberikan p(x) = ay +ayx +- +a,x™ =
Eliga;xt  dan  g(x) =by 4 byx+ 4 bx" =
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"_obx’! €F,p(x) =q(x) jika dan hanya jika
untuk setiap bilangan bulat i =0, berlaku
a; = b,.

Definisi 3.2 ((Herstein 1. N., 1999, hal.153))

Jika plx)=a,+a;x+--+a,x™ dan
q(x) =by+ bjx+ -+ b, x" keduanya  ada
dalam F[x], maka p(x)+ q(x) = ¢y + cyx + -
+ ¢,x", untuk setiap bilangan bulat i = 0, berlaku
a; = b;.

Definisi 3.3 ((Herstein I. N., 1999, hal.154))
Jika plx)=a;+ax+-+a,x™

q(x) =by+ bjx+--+b,x" € F[x],

p(x)g(x) = ¢y + cyx + -+ ¢, x*,

¢; = a;by +a;_,b; +a,_,b, +--+ ayb,.

dan
maka
dengan

LAPANGAN
POLINOMIAL
Menurut Herstein (1999), Ring polinomial
F[x] merupakan daerah integral. Oleh karena itu,
ring polinomial dapat di-embed menjadi lapangan
faktor.
: plx] rix) :
Misalkan gy dan EE F[x]. Selanjutnya
didefinisikan penjumlahan dan perkalian sebagai
berikut :
p(x) -
glx]} =(x)
l:r}r":r}

FAKTOR DARI RING

rix) _

p@stiride®) | P @) _

g (x)=slzx) glx) =(x)

. Akan ditunjukkan operasi penjumlahan

glxls(x

dan perkallan well-defined, yaitu jika 2 = 2/()

a(x)  ar(x)
(1), maka akan ditunjukkan a)

dan 72 _ )
Fix) sx)

plxlslz)+rizlgix) _ _ prixds(xl+gr(x)ri(x)

dan b)

glx)z(x) gilxdsrix)

plxdriz) _ prixlri(z)

g (x)=(x) - gr(x)arx)

Bukti :
a) Akan

prlxlstle) +gr(xlr =)

ditunjukkan pladslx)+rixlala) _

qlx)s(x)

grixlerx) , dengan kata lain (p(x)s(x) +

q(x)r(x))a' (x)s'(x) = (p'(x)s'(x) + g'()r' (1) ) g (x)s(x):
Jika ruas kanan berlaku sifat distributif dan
komutatif, maka diperoleh

(p(0)s(x) + g()r(x) g’ (X)s'(x) = p(x)s(x)q'(x) ' (x) +
a(r(x)d'()s'0) =p(x)g ()s(x)s'(x) + () “r(1)s (x) )
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Karena (1) mewakili kelas ekuivalen yang
sama, maka diperoleh pix)g'(x) = q'(x)p(x)
dan r{x)s'(x) = s{x)r'(x) (3)

Jika (3) disubstitusi ke ruas kanan (2), maka
diperoleh

(p(x)s0x) + q(a)r(x))g’ (3)s'(x) = (¥)p ()s()<'(2) + 9(X)q' ()s()r () =
g(¥)s()p'()5'(x) + g3 ()" ()r'(x) = g(x)s(x) (P (¥)s' () + ' () ()
Sehingga diperoleh (p(x)s(x) + q(xr(x))a'(¥)s' ()

= q(x)s(x) (p'(x)s'(x) + ' (x)7'(x)) atau
plals(x)+qixirizd  prixdax)+arixlriz) .
—— = —— Jadi,
glxds(x) gtz (x)
terbukti penjumlahan well-defined.
b) Akan  ditunjukkan plxlrlx) _ prix)rilz)
! g Lx)a(x) gfixdar(x)
Dengan  kata lain akan  ditunjukkan
(p()7(x))q'(x)s'(x) = q(x)s(x) (p' ()" (x) )
Bukti :

(p)r(x))a'G)s'(x) = p(a)r (g’ (x)s'(x) =
P(x)q' () (x)s'(x) (4)

Jika (1) mewakili kelas ekuivalen yang sama,
maka p(x)q'(x) = q(x)p'(x) dan
r(x)s(x) = s(x)r'(x) (5)

Jika (5) disubstitusi ke (4), maka diperoleh
(p()7r(x))q'(x)s'(x) = q(x)s(x)(p'(x)r'(x)) atau

{ i U I . . )
plarle) _ 2 9 () g terbukti perkalian
gladslx)  grixdstx
well-defined.

Jadi, dari a) dan b) terbukti bahwa operasi-
operasi penjumlahan dan perkalian well-defined.
Selanjutnya, (Flx],+,.)
lapangan.
Bukti :
1. Sifat Tertutup terhadap Penjumlahan.

Diambil sebarang > ple) S dan = x;" € Flx]. p:j

€ F[x].

akan ditunjukkan

Lx} - plaldslx)+r( x}qnxx}

s0x) glx)s(x)

2. Sifat Asosiatif terhadgp Pepjumlahan
Diambil sebarang 222, 7% gan ;—ﬂ € F[x],

glx)' =(x)
g(x) = 0,5(x) # 0,u(x) = 0, jika menggunakan
definisi penjumlahan, sifat distributif, maka

diperoleh
plx) | rix) tlx) _ pladslx)+rixlg(x) +
g(x) =(x) ulx) glxlsix)

L] — ?.'J'E:-r} 4+ ?'-'E:.r} 4+ el ™y,

=] alxd =0 e
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Jadi  terbukti sifat asosiatif terhadap Diambil sebarang plx) ria) Flx]
penjumlahan. glx) =(x) ’
3. Elemen Identitas terhad’ap Penjumlahan. q(x) #0,5(x) # 0, maka diperoleh
Diambil sebarang 222 e F[x], q(x) =o0. (@] (Lﬂ] — plarlx) _ rlalple) _ (Lﬂ] (Lﬂ]
qlx) - glx) ) "\slx) glx)e(x) =(x)qlx) six) /) gl
Misalkan elemen identitas adalah :;;, Jadi, terbukti sifat komutatif terhadap
px) x} () er} perkalian.
s(x) = 0, mMmaka diperoleh —|- ok I—x} 8. Sifat Distributif.
e = i) Sifat Distributif Kiri
atau ',‘EJ'._I::'S"._I}-I-?"'._I:'QI__;:'} = Ix} atau (x)  »(x) tlx)
a(0)=(x) o) Diambil sebarang z—x} — el
(p(x)s(x) + q(x)7(x))a(x) = q(x)sCIp(x) € F[x], q(x) = 0,5(x) = 0,u(x) = 0, maka
dengan menggunakan hukum penghapusan, . plx) . r(x)\ [tlx)
sifat asosiatif dan operasi aljabar, diperoleh diperolen (ﬁ 5.;,.{;.)(@) -
r(x) = 0. Jadi, terbukju ele_men identitas pada {,F,.;I;.j..;;i}+,t.;x;.q.:xg.) (r':,ﬂ . Dengan
F[x] terhadap operasi penjumlahan. glx)s(x) ulx)
4. Invers terhadap Penjumlahan. menggunakan definisi perkalian, sifat
Diambil  sebarang plx) eF[x], q(x)=0. distributif, operasi bilangan rasional dan
. qlx) . hukum penghapusan, dlperoleh
. tlal . . plx) 'p':x} i) tlxdy _ fplxd tlx)
Misalkan st ulx) =0 invers dari Y (qcﬂ - x})(w x}} = (qcx})(w )
maka diper0|eh % 4 % = ? atau {::i}}) {:-3 . Jadi terbukti sifat
pladulx) +qlx)el :r:' 0 atau distributif kiri.
RN (PCIut) +a@e)Lj) sifat Distributif Kanan f
=g(x)u(x) 0 AU p(xjulx) +q(x)t(x) =0 atau Diambil sebarang Lx_;? rlixi dan %
tx) —p(x) ) qlx slx ulx
qlx)tix) = —plxjulx) atau —} = N Jadi, e Flx], q(x) = 0,s(x) = 0,u(x) =0, maka
. plxd [£2] . plady x} =)y _
) ey diperoleh {q-:x:'){:- o+ o)
5. Sifat Komutatif terhadap Penjumlahan. qlx) ) 5(;*?:‘"{‘3{ cal "
N plx) rix) menggunakan definisi perkalian, sifat
Diambil sebarang  “7= dan = € Fl], distributif, operasi bilangan rasional dan
q(x) # 0,5(x) # 0, maka diperoleh hU‘fuz'ln , penrgh?pusan ) dipe}roleh
(x rix (x)a(x (x)rix (xcdrix ()l P L L i T
j_x;+ s'_xél) =F ) q(j:j;—}} }z q(x) q':i;::x]} ) [:ql:x:l) [:EI (x) w:x}) ( |x}:](sl (x)
rix) | plx) - P i \ i plx)?y (2lx)
=22 4 2. Jadi, terbukti sifat komutatif (q,:ﬂ)(w:x} . Jadi  terbukti  sifat
terhadap penjumlahan. distributif kanan.
6. Sifat Asosiatif terhadap Perkalian. Jadi, dari (I) dan (II) membuktikan sifat distributif .
L plx) rix) t{x) 9. Elemen Identitas terhadap Perkalian.
Diambil sebarang ——, — an — o € F[x], 2(x)
alx)’ slx) x) Diambil sebarang m € Flx], q(x)=0.

q(x) # 0,s(x) = 0,u(x) = 0, maka diperoleh ) ] ; )
(@ Lﬂ] tl) _ (Fﬁx}r{x}) (@J_?":I}r'ix}m:x}_ Misalkan elemen identitas pada perkalian

rix)

o) 5w \alsl) )\l T als(dutn | adalah ==, s(x)= o0, maka diperoleh
plx)\ [riz)el)y _ (ﬂ) (?ﬂ_ﬂ Lﬂ) plx)) (r(=)\ _ (plx) plxIr(x) _ pl)
(m)l(six}ﬁfﬂJ ~ \qlx) \elx) "wln)) (q':x}) ’ [s':x}) [q':x}) atau ghxlsix) glx)
Jadi, terbukti sifat asosiatif terhadap perkalian. atau  p(x)r(x)q(x) = q(x)s(x)p(x),  dengan

7. Sifat Komutatif terhadap Perkalian. menggunakan hukum penghapusan diperoleh
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rix) plx) 1 . : . )
— = —— = —_Jadi, terbukti elemen identitas
=lx) plx) 1

pada F[x] terhadap operasi perkalian adalah
plx) 1
(p':x}) atau (1)

10. Invers terhadap Perkalian.

Diambil sebarang z::—j € Flx], q(x)=0.
Misalkan r—ﬂ u(x) =0, invers dari ﬂ
ulx) gix)

i P} (=)} _ (1
maka diperoleh (qcﬂ).(ﬁ(ﬂ) = (1} atau

(x)elx) _ 1
”1;“; =7 atau p(x)e(x) =g(xu(x) atau
tx) _ alx)
ulx) ~ plx)’

Jadi, invers dari :_j adalah alx)

plx)’

Jadi, terbukti bahwa ring polinomial F[x]

dengan operasi penjumlahan dan perkalian
merupakan lapangan ®
Berdasarkan  Teorema 2.10, maka dapat

dikonstruksi daerah integral menjadi lapangan
faktor.
Bukti :

Akan ditunjukkan (f) homomorfisma ring,
fungsi injektif, dan fungsi surjektif.
1. Homomorfisma Ring

a) Diambil sebarang unsur p(x),q(x) € F[x],

berlaku  £(p(x) + q(2)) = [p(x) + ()], dan
dengan  menggunakan  Definisi 2.5
diperoleh flp() + fa(x) = [(p(x), ]+
[(q(x). ] =[(p(x).1+ gq(x).1,1)] =
[(p(x) + q(x).1)]

Akibatnya f(p(x)+ q(x)) = f(p(x)) + f(a(x))-
Dengan kata lain, terbukti homomorfisma

ring terhadap penjumlahan.
b) Diambil sebarang unsur p(x),q(x) € F[x],

berlaku £( () a(x)) = (@) a (). D]
dan dengan menggunakan Definisi 2.5,
diper0|eh f(p (x])f[q(x]) = [(p(xj, 1]]
[(g(x).1)] = [(p(x)g(x).1)]

Akibatnya £(p(x)q(x)) = £ (p(x))f (a(x))-

Dengan kata lain, terbukti homomorfisma

ring terhadap perkalian.
Jadi, dari a dan b
homomorfisma ring.

terbukti  bahwa
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2. Fungsi Injektif

Diambil  sebarang  p(x).q(x) € F[x] dan
flp()) = Fla(x): maka diperoleh
flp(x))=fa(x)) atau  [(p(x).1] = [(q(x).1]

atau p(x) = g(x). Jadi, f injektif.

3. Fungsi Surjektif
Untuk setiap [(p(x),1] di F[x], terdapat

p(x) € D sehingga f(p(x))= [(p(x),1)]. Jadi,
surjektif.

Jadi, dari 1 — 3 dapat disimpulkan bahwa
merupakan isomorfisma &

Sehingga dapat disimpulkan bahwa ring polinomial

sebagai daerah integral dapat di-embeded
(embedded) menjadi lapangan faktor.
KESIMPULAN

Berdasarkan hasil peneliltian dapat

disimpulkan :

1. Suatu daerah integral sebarang dapat di-embed
(embedded) menjadi lapangan dengan syarat-
syarat sebagai berikut :

a) Menentukan lebih dahulu unsur-unsur
dalam F.
Unsur-unsur dalam F adalah kelas

ekuivalen dari D XD'={(a,b)la,b €D,b#0}.

b) Mendefinisikan operasi biner dalam F yang

dibentuk.

Operasi biner dalam F adalah penjumlahan
dan perkalian dengan definisi
(a,b) + (c,d) = (ad + be, bd) dan

(&, b)(c d) = (ac, bd) dan pendefinisian ini
well-defined.

c) Membuktikan lapangan.
Himpunan F dengan operasi biner
membentuk lapangan, yaitu (F, +) grup
Abelian, (F-{0},.) grup Abelian, dan sifat
distribusi kiri dan sifat distributif kanan.

d) Membuktikan f:D—F isomorfisma yaitu, f
homomorfisma ring, f injektif, f dan
surjektif.
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